
Ασαφείς Συνεπαγωγές

 
 
Kάθε ασαφής ελεγκτής αποτελείται από το µηχανισµό
συµπερασµού ή συµπερασµάτων (inference engine) µε τον
οποίο υπολογίζονται οι έξοδοι του ελεγκτή. Ο µηχανισµός
συµπερασµού ουσιαστικά µας παρέχει την ικανότητα
συλλογισµού. Αντίθετα µε τα συµβατικά έµπειρα συστήµατα, 
στο µηχανισµό συµπερασµού ενός ασαφούς ελεγκτή
διεξάγεται εξονυχιστική ανίχνευση όλων των κανόνων στη
βάση γνώσης µε σκοπό να υπολογιστεί ο βαθµό συµµετοχής ή
εκπλήρωσης κάθε κανόνα.



Ασαφείς Συνεπαγωγές
Μια ασαφής δήλωση συνεπαγωγής περιγράφει τη σχέση µεταξύ
των λεκτικών µεταβλητών του ελεγκτή. ´Έστω δύο ασαφή
σύνολα Α και Β που ανήκουν στα υπερσύνολα αναφοράς Χ και Υ
αντίστοιχα, τότε ορίζουµε µια ασαφή εξαρτηµένη σχέση (fuzzy 
conditional relation):

R :  ΑΝ Α ΤΟΤΕ Β = Α→ Β ≡Α × Β

όπου Α × Β είναι το καρτεσιανό γινόµενο των δύο υπερσυνόλων
αναφοράς Χ × Υ και ορίζεται για την περίπτωση του τελεστή
τοµής ως:

Α × Β = ∫ (µΑ(x) ∧ µB(y))|(x,y) = ∫min(µΑ(x), µB(y))|(x,y)



Ασαφείς Συνεπαγωγές

Για την περίπτωση αλγεβρικού γινοµένου είναι:

Α × Β = ∫ (µΑ(x). µB(y))|(x,y)

Χ×Υ

Για παράδειγµα, έστω ότι τα διακριτά σύνολα

Α = {1 + 2 + 3} και Β={1 + 2 + 3 + 4}

µε αντίστοιχες συναρτήσεις συµµετοχής

{µΑ(x)|x} = (1|1 + 0,7|2 + 0,2|3) και

{µΒ(y)|y} = (0,8|1 + 0,6|2 + 0,4|3 + 0,2|4)



Καρτεσιανό Γινόµενο

Τότε το καρτεσιανό γινόµενο (Cartesian product) τοµής είναι:

RΛ = Α × Β = {min(1, 0,8)|(1,1), min(1, 0,6)|(1,2),  

min(1, 0,4)|(1,3), min(1, 0,2)|(1,4),

min(0,7, 0,8)|(2,1), min(0,7, 0,6)|(2,2),

min(0,7, 0,4)|(2,3), min(0,7, 0,2)|(2,4),...

= {0,8|(1,1) + 0,6|(1,2)  + 0,4|(1,3) + 0,2|(1,4) +

0,7|(2,1)  + 0,6|(2,2) + 0,4|(2,3) + 0,2|(2,4) +

0,2|(3,1)  + 0,2|(3,2) + 0,2|(3,3) + 0,2|(3,4)...



Σχεσιακός Πίνακας

Ο αντίστοιχος σχεσιακός πίνακας (relational matrix) είναι:

x\y 1 2 3 4

1 0,8 0,6 0,4 0,2

2 0,7 0,6 0,4 0,2

3 0,2 0,2 0,2 0,2



Καρτεσιανό Αλγεβρικό Γινόµενο
Το καρτεσιανό αλγεβρικό γινόµενο, είναι αντίστοιχα:

R* = Α × Β = {0,8|(1,1) + 0,6(1,2)  + 0,4|(1,3)  + 0,2|(1,4) + 

0,56|(2,1) + 0,42|(2,2) + 0,28|(2,3) + 0,14|(2,4) + 

0,16|(3,1) + 0,12|(3,2) + 0,08|(3,3) + 0,04|(3,4)}

x\y 1 2 3 4

1 0,8 0,6 0,4 0,2

2 0,56 0,42 0,28 0,14

3 0,16 0,12 0,08 0,04



Σχέση Συνεπαγωγής

Το καρτεσιανό γινόµενο τοµής (min) είναι απλούστερο να
υλοποιηθεί και ταχύτερο στην εκτέλεσή του σε υπολογιστή
εφόσον χρησιµοποιεί την πράξη σύγκρισης αντί του γινοµένου, 
πράξη που είναι χρονοβόρα. Στην πράξη οι περισσότεροι ασαφείς
ελεγκτές υιοθετούν τη µέθοδο αυτή.



Έλεγχος ∆ιαδικασιών µε Ασαφείς
Ελεγκτές

Ο έλεγχος διαδικασιών µε ασαφείς ελεγκτές προϋποθέτει την ύπαρξη ενός
συνόλου λεκτικών κανόνων που περιγράφει τις πράξεις ενός
εµπειρογνώµονα χειριστή. Οι κανόνες αυτοί είναι όµοιοι µε αυτούς µε τους
οποίους εκπαιδεύονται οι χειριστές και στη συνέχεια εφαρµόζουν στην
πράξη. Το σύνολο των λεκτικών κανόνων αποθηκεύεται στη βάση γνώσης
(rule base) του ελεγκτή. Φυσικό είναι να µην είναι γνωστοί όλοι οι κανόνες
που είναι απαραίτητοι να αντιµετωπίσουν όλες τις καταστάσεις της
ελεγχόµενης διαδικασίας. 

Συνεπώς ζητείταιζητείται κάποιοςκάποιος µηχανισµόςµηχανισµός πουπου θαθα είναιείναι ικανόςικανός νανα συµπεράνεισυµπεράνει
αποφάσειςαποφάσεις µεµε ελλιπήελλιπή στοιχείαστοιχεία, , όπωςόπως ακριβώςακριβώς κάνεικάνει έναςένας άνθρωποςάνθρωπος--
χειριστήςχειριστής. Η ασαφής λογική είναι η πιο διαδεδοµένη τεχνική για την
εξεύρεση αποφάσεων κάτω από αυτές τις συνθήκες. 



Ορισµός της Συνεπαγωγής

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, η γνώση για τον έλεγχο µιας
διαδικασίας συνήθως καθορίζεται από ένα σύνολο κανόνων
της µορφής ‘ΑΝ (αίτιο) ΤΟΤΕ (συµπέρασµα)’ ή ΑΝ Α ΤΟΤΕ
Β.  Σηµειώνουµε ότι στον κλασικό προτασιακό λογισµό
(propositional calculus) η σχέση:

ΑΝ Α ΤΟΤΕ Β

που µπορούµε να εκφράσουµε συµβολικά ως:

Α→ Β

είναι ισοδύναµη µε την πράξηA ∨ B όπου Α και Β είναι
υποσύνολα των υπερσυνόλων Χ και Υ αντίστοιχα.



Generalised Modus Ponens

Στην ασαφή λογική υπάρχουν δύο κύριες κατηγορίες κανόνων
συνεπαγωγής. Η πρώτη είναι η κατηγορία Generalised Modus 
Ponens (ή GMP) για την οποία ισχύουν τα εξής:

GMP: Υπόθεση 1: x είναι Α’

Υπόθεση 2: ΑΝ x είναι Α ΤΟΤΕ y είναι Β

Συµπέρασµα: y είναι Β’

Ο κανόνας αυτός συσχετίζεται άµεσα µε τους µηχανισµούς πρόσθιας
συνεπαγωγής µε δεδοµένα (forward data-driven inference), που βρίσκει
εφαρµογή σε όλους τους ασαφείς ελεγκτές.



Generalised Modus Tollens

Η δεύτερη είναι η κατηγορία Generalised Modus Tollens (ή GMΤ) 
για την οποία ισχύουν τα εξής:

GMΤ: Υπόθεση 1: y είναι B’

Υπόθεση 2: ΑΝ x είναι Α ΤΟΤΕ y είναι Β

Συµπέρασµα: x είναι A’

Ο κανόνας GMT σχετίζεται στενά µε τους µηχανισµούς οπισθόδροµου
συµπερασµού µε στόχο (backwards goal-driven) που συνηθίζεται στα έµπειρα
συστήµατα. Αντίθετα µε τον κανόνα GMP, ο σκοπός του µηχανισµού
συµπερασµού εδώ είναι η ανεύρεση των αιτιών που έχουν ένα δεδοµένο
αποτέλεσµα. 



Συνεπαγωγή Mamdani

Η συνεπαγωγή Mamdani
 χρησιµοποιεί µόνο τον τελεστή min και ορίζεται
ως:

RΜamdani = A × B

και

µR(x,y) = µΑ(x)∧ µΒ(y)=min(µΑ(x), µΒ(y))



Συνεπαγωγή Larsen

Η συνεπαγωγή Larsen χρησιµοποιεί το αριθµητικό γινόµενο
κατά τον υπολογισµό του καρτεσιανού γινοµένου και ορίζεται
ως:

RLarsen =  A × B 

και

µR(x,y) = µΑ(x)* µΒ(y)



Συνθετικός Κανόνας

Όταν χρησιµοποιούνται διακριτά σύνολα οι παραπάνω
πράξεις είναι ισοδύναµες µε το εσωτερικό γινόµενο δύο
πινάκων, εφόσον ο πολλαπλασιασµός αντικατασταθεί µε τον
τελεστή min και η πρόσθεση µε τον τελεστή max. Συνεπώς
µε ορισµούς συνεπαγωγής που περιέχουν µόνο τους τελεστές
max και min χρησιµοποιούµε το συνθετικό κανόνα
(compositional rule) max-min και µε ορισµούς συνεπαγωγής
που περιέχουν αριθµητικούς τελεστές, χρησιµοποιούµε το
συνθετικό κανόνα max-product.



Παράδειγµα 

. Για παράδειγµα ο κανόνας:

‘ΑΝ Α είναι αργός ΤΟΤΕ Β είναι ταχύς’
όπου τα σύνολα αργός και ταχύς ορίζονται από τα διακριτά σύνολα: 

µΑ(x) = {1+ 0,7+ 0,3+ 0+ 0+ 0} και

µΒ(y) = {0+ 0+ 0,3+ 0,7+ 1+ 1}



Παράδειγµα
Το καρτεσιανό γινόµενο µε τελεστή min δίνεται στον

RΛ =  Α × Β = {min[µΑ(xi  ), µB(yj)]} =

min[1, 0] min[1, 0] min[1, 0,3] min[1, 0,7] min[1, 1] min[1, 1]

min[0,7, 0] min[0,7, 0] min[0,7,0,3
]

min[0,7,0,7
]

min[0,7, 1] min[0,7, 1]

min[0,3, 0] min[0,3, 0] min[0,3,0,3
]

min[0,3,0,7
]

min[0,3, 1] min[0,3, 1]

min[0, 0] min[0, 0] min[0, 0,3] min[0, 0,7] min[0, 1] min[0, 1]

min[0, 0] min[0, 0] min[0, 0,3] min[0, 0,7] min[0, 1] min[0, 1]

min[0, 0] min[0, 0] min[0, 0,3] min[0, 0,7] min[0, 1] min[0, 1]



Παράδειγµα

0 0 0,3 0,7 1 1

0 0 0,3 0,7 0,7 0,7

= 0 0 0,3 0,3 0,3 0,3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



Νεο παράδειγµα Συνεπαγωγή µε το
συνθετικό κανόνα max-product

Για σύγκριση, υπολογίζονται παρακάτω τα στοιχεία της συνάρτησης
συµµετοχής µΒ’(y) χρησιµοποιώντας τον κανόνα max-product:

µΒ ’(y) = max(µΒ ’(x)* µRΛ(y))

η διακριτή συνάρτηση συµµετοχής µB’(y) του επακόλουθου Β’ για τα νέα αίτια. 
H συνεπαγωγή µε τον τελεστή πολλαπλασιασµού είναι αντίστοιχα:

R* =  Α × Β = {µΑ(xi  )* µB(yj)} =
[1* 0] [1* 0] [1* 0,3] [1* 0,7] [1* 1] [1* 1]

[0,7* 0] [0,7* 0] [0,7*0,3] [0,7*0,7] [0,7* 1] [0,7* 1]

[0,3* 0] [0,3* 0] [0,3*0,3] [0,3* 0,7] [0,3* 1] [0,3* 1]

[0* 0] [0* 0] [0* 0,3] [0* 0,7] [0* 1] [0* 1]

[0* 0] [0* 0] [0* 0,3] [0* 0,7] [0* 1] [0* 1]

[0* 0] [0* 0] [0* 0,3] [0* 0,7] [0* 1] [0* 1]



Πλεονεκτήµατα Ασαφούς 
Λογικής

Ευκολία στην αναπαράσταση της 
γνώσης εµπειρογνώµονα και κοινότυπου 
συλλογισµού.
Χρήση λεκτικών όρων
Ανεκτικότητα σε ανακριβή γνώση



Μειονεκτήµατα Ασαφούς 
Λογικής

Λιγότερο αποδοτική από τα αντίστοιχα 
µοντέλα που χρησιµοποιούν ακριβή 
αναπαράσταση
∆υσκολία στον καθορισµό των 
συναρτήσεων συµµετοχής
∆εν υπάρχει αυστηρός τρόπος 
εγκυρότητας




